













A M S .1 .. _E R D A M 
----
• 
ST A TISilSCHE AFDELING 
• 
.. 
Leiding: Prof. Dr D. van Dantztg 
• 
• 
Chef van de Statistische Consuitatie: Prof. Dr J. Hemelriik 
' 
'' O t) ··. · r ~ t 1(, ,.,, n C"t }. ) : - C' ·.. •--:: r· c 1···. 1 ' 
1 . t... .... , · '--· u . 1. C 1...) c. c.l . .,, I " 
. 











In dit hoofdstuk zullen wi1 
\,,' methoden besprektn, die 
gebruikt kunnen word~n 1Ji,J het oplossen van voorraad-problem~n. 
Gelijk tij velc: nnderc onderwtrpen uit de Operations Research, 
.- - ? -., g /. ·:; t n n u 1'' ,,(,.. 1n ✓-- t "{ T r' r 1 -~. d E ·. ·n c: n t-: t.:::' .;J t' ' '--; Cl .. L l t:... V I:::.' C , \.., 
\\1ac}·1tingen vc:ior de toekomst op E·E3t1 verar1tvJoorde vJi
1
JZe een be-
slissing te nem~n. 
~ 
con-
De wlskundige oplossin[ van deze vraagstukken bestaat hierin, 
dat een criterium wordt opgesteld met behulp waarvan het maken 
van besli.ssingen op een ondubbelzinnige wijze kan geschieden. Bij 
het opstellen \ran dit crit8rium zullen enige veronderstellingen 
g~maakt dienen te warden, waaraan, naar wij zullen aannemen, in 
voldoende b~n~dering is voldaan. V8rder zullen wij ans niet laten 
verleidE~n tot '=er1 discuss~tE <Jv,.er riE::?t al of r1iet aanvaardbac1r zijn 
van deze veronderstellingen, omdat hEt sl~chts de bedoeling van 
·*••· ... 
dit hoofdstuk is inzic~1t te verschaff~n in de wijz•-~ waarop men 
voorrnadproblemtjn kan oploss~n. Aan de hand van voorbeelden zul-
ltn wij enige mcthodcn b~sprek~no 
2. Ecrstt 1\ .. , -- orb· -- 1 a· 1 ' l.J J 1 ct:: .. 
T 1 ~J t c n \\I i_ (j e e r1s c1 an n ¼;_· n1 e r1 , d at \1'1 ·j_ J t t..: 1 as t z 1 j n n1 e t de b c· p a 1 i n~3-, 
van d~ voorroad-politi8k van cen groothandel in grondstoffen. 
Voor d~- 1 ·1 •. r-?' "'\ '11 ' • ' • ~ - ., ' l ' ... r1 W l ' ~ v-4.. - • ... .,_. .,.. e,,,) 
di€ in w1.llekeurig grate hot=:veelheden 
C ) r"' t·, t· ":-i n +· -(_ .1.u ,r._::.,L \., en vormt dan ook cen onzekere 
• 
Wanncer er op L~n g.egcvLn ogenblik g~en voldoend8 voorraad 
aanwezig is, tr~edt er in de v£rkoop stagnatie op, hetgeen zeer 
dan met de afl~v~ring van de bestellingen 
' 
moeten wachten totdat er weer 3rondstoffer1 warden ontvangen. Wij 
zullen bij de behandeling van dit voorbeeld aannemen, dat deze 
achterstand bij voldoende aanvoer direct kan warden opgeheven. 
Er zijn derhalve twee soortEn kosten aan voorraad-vorming ver-
1 
7 
Eliezer Naddor: Lead time considerations in 
.... JI 1 ! d I 4 ll'IA 1 1 i d I S ;1 , il'I FT r' ii I I 1k d I ·-· It 111: ;J 7 i 11.h; t lie 11 J 7 tl ,,,a ; ,:11, - a a pr 1 a simplified 
J al ,P t ;; I 1 I P .,, ••• ••n-r'IW• U T ii "' JI k ; ..... 
~~tD~.~~.t.ic .. al_ ,m9._9e~. o,~- .~ .. ~~Y✓~ •• 0.!?. .. r:y. Operations Research Group 
of the Case Institute of Technology~Cleveland, Ohio. 
in voorraad te h€bb~n per ti.JdsecnhEid, terwijl de schade ver-
; ,, 
oorzaakt door het feit, dBt men op een g~gev~n moment ~en ten-
held te weinig in voorra8d heeft per 2 
I\1en kan welkc de klant ons oplegt, 
wannc~r wiJ ~l·n eenheid grc)ndstof ~~n tiJdseenh~id te laat af-
levert: n. 
11:.;' n f~ r 7 i·• J .. , c::i s .. ~ l "-' "-' ' ,l .... trochter1 een eventucle achtErstand op 
t C:: r\l'IJ i. j l v·J :i ,j ;:1 E:i t1 
dat onze voorraden ni.~t te 
de 2nd~re kant €rvoor willen waken, 
groat wcrd~n. In onze voorraadpoli-
tick moeten wij aan dezc clk8nder tegengestelde v~rlangens op 
., "· .. 1") . ... ' -°' ""' *" #7 -r·~ "F ~ ., "'"'\ /' \ /~' ....., j i ,,, ., t. e e n z o ( (.i r1 g. e v"-l 1 J ,.., (_ · I.., L f::'.:> i.::: mu c: kc) mt.. r 1 ;, dat d~ totale kosten aan de 
voorrsad-vorming. VErbonden minirnPal zi.jn. 
- ~ 
Doordat het steGds slechts mogelijk is op van te vor8n vast-
t )1 · Yl::::.: -J"2> .. .. bestellinsen te ontvangen, 
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tijdsinterval en rr1Gt R de voorrand aan het 8ind van dat int~r-
n 
val. Onder 1n verst8an witJ de hoevselheid, die biJ de aanvang 
d .,. 
van 
het aantal ccnhedcn hetwelk in deze periode verbruikt wordt of 
zou warden als er voldoende b8gin-voorraad aanwezig was. 
Wij verkrijg~n nu de volgende betrekkingen: 
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wij een eventuele 
achterstanc1 v~as, 
de som van de restant-voorraad van de vorige periode en de afge-
leverde bcstelllng }:.,n ~ 
Wanneer een op tijdstip 
• 
wordt uitgevoerd kunnen wij ervoor zorgen, dater bij de aanvang 
de van den- periode geen tekort aan grondstoffen bestaat. Aller-
eerst zullen wij nu dit speciale geval gaan bekijken. Later zul-
len wi j dan · een ,ras te leveringsduur in onze beschouwi11g opnernen. 
c, n s 1:> rob 1 e e rn 1 u i c~1 t n lJ. : fl 8 c, v c~ e:~· 1 gr c:) n c1 s t of'\ f e n 111 o t: t E· n w i J op 
de het tijdstip ~n inslaon, opdat de total~ kosten voor den-
periode ZO klein mc)g~Eli:jk z:Lr_j11. It"}, ,cl,~,,:~~:, ,,,P,~.~t~11g,:r~?.~·~. ~,~.11,~t:, ~~,.~,..J. 
steeds aannemen, dat dE vraag tijdens ~Gn periode constant is. 




' .. de behoefte door de voorrnad kan w0rden gedekt, m.a.w. 
En dan wordt de gemiddelde voorraad ge-
geVi;:;r1 dc)C)l,.,: 
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gEliJk aan het orpervlak 
it1 fig. , _ 
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l{ 1 e i 11 e v c) o r :r., t.:t c.1 c:1 
.. 
behoefte kan niet geheel dc)or de voorraad gedekt warden, 
m a W r-. ,...,,, C c_, ,.,.1 1) < () ·rl, I,-. _, .:~, L • ,. c. • • ..,. .,.,~ _) 1....:., t 'i.. • .1.J. .l ~) 
, , n r1 
een positieve voorraad en vErvolgens esn tekort. Als wij 
wederom aannemenJ dat dt vrang gedurende deze periode con-
stant is, dan is de gemiddelde voorraad geduren 
tekort 
en de daaruit voortkomende kosten bedragen: 
1. 
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b.skenc:1 zijr1 . .) 
c:1 e r1 
J.1. Inleiding 
In dit voorbeeld zullen wij aannemen, dat wij belast zijn 
met de voorraadpolitiek van een dagbladbedrijf. De behoefte aan 
papier is voor iedere periode practisch gelijk en de bepaling 
van de nodige voorraad kan zonder moeite geschieden. 
De prijs c per eenheid grondstof is echter geen constante 
grootheid, maar zal naar wij aannemen een kansverdeling volgen. 
De vraag waarmee wij nu geconfronteerd warden is van de 
volgende gec1aante: ''Hoe\1eel papie1.oi m<J<:?ten wij op e,.en bepaald 
moment inslaan als zowel de dan geldende pr1js als de resterende 
voorraad bek€·r1cl zijr1''., 
Is de prijs relatief hoog, dan kopen wij alleen het hoogst 
nodige in, maar is daarentegen de prijs la6g, dan zullen wij 
geneigd zijn een grotere hoeveelheid in te slaan. De bestel 
grootte is afhankel1jk van de omvang van de reeds aanwezige 
voorraad en de opslagcapaciteit. 
Ook nu zullen wij trachten een cr1terium op te stellen met 
bet1ulp waar'ivan wij op een ondubbelzinnige wijze tot een beslis ,. 
sing kunnen komt·n. 
In het vorige voorbeeld vonden wij ten criterium, waarvoor 
de bijbehorende verwachting van de onkosten minimaol was. Bij 
ons tweede voorbeeld zullen wij helaas niet kunn~n aangeven 
welk criterium het allerbest~ is, mar wel kunnen wij twee 
criteria met elkander vergelijken. 
Ook bij dit probleem zulltn wij enige veronderstell1ngen 
dienen te maken en WLl de volgende: 
1e de kansverd~ling van de grondstoffenprijzen 
periode ~€n bekende en gclijke kansdichtheid 
bezit voor 1edere 
ll""lo I C 
'\, 
2E de kansverdtling van de d~ grondstoffenprijzcn voor den peri 
0 ( 4 s::i 1 n ') n '=I ➔-· h rs,. n 1K -', J ·~ j k'"' ..l .._ i:,::, ( c ,, .l l ' , . w...; • j,. 
gaande P(~riodE,n ~ 
de k o s t e n l) t r"' t :i. ~i d ~·: tj !2 n he id v a r1 t.:' E n v o or r ,3 ,:1 d worden gegevt:tn 
door een bekendc functie 
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Zoals reeds eerder is vastgesteld zal de te bestellen hoe-
veelheid,b,een functie zijn van de aanwezige voorraad 




Uit onze inl81dende beschouwing volgt dat elk re~el inkoop 
voorschrift $JC moet voldoEn aan de volgende voorwaarden: 
1e ,)e is een monotoon niet stijgende functie van en C. 
2e , als met 
.... 
de maximale voorraadcapaciteit 
wordt aangegeven. 
Stel dat wij het inkoopvoorschrift maal hebben toegepast 
en dat wij onder 
n-1 
periode. Ind ~Len met bn 
verstaan de eindvoorraad van 
wordt aangegeven de hoeveelheid te bestel,-
en en de grond ·-len grondstoffen aan het begin van 
de 













Immers de voorraad aan het eind de van de n periode is gelijk 
aan de restantvoorraad vermeerden:1 met de hoevee lheid be --11.-1 J 
stelde goederen,v en 
n 
verminderd met het verbruik a . 
Voor een gegeven 
variabele, omdat h0t een functi~ is van 






-'.tl n-1 bezit. De stochastische variabele n hEeft echter 
ook ten onvoorwaardelijk~ kansdichtheid, welke wij zullen aan 
geven met Wn ~n . De gedaante van deze kansdichtheid is af 
hankelijk van de grootte vnn dt restantvoorraad cop het tijd-
Nu kan men echtt::r bcl/\rijzl:'n, sat W11 n voor een groat aantal 
kansdichtheid W0 .... n , die onafhankc1 lijk is van n en O • Hoe 
de , E:n n-1. per·1ode van ell-cander zullen verschillen .. In ons voor-




Wij zullen nu de ver\vachting opstellen van de totalc onkos-
ten voor een periodE~ waarvoor de bovengenoemde gtliJkstelling 
gerechtvaardigd is. Vocr de eenvoud zullen wij in het vervolg 
voor en ,.._, resp o 
n-1 :n 
De verwachting van 
en ....... 1 schrijvcn. 
de voorraadkosten en die van de bestel-
ling8n warden r8sp. gegeven door: 
1 1 1 ·4a 
en 
• 2 
C w 0 f4b· \ .. . 
De voorraad · wordt bEpaald door de grondstoffenprija van de 
vorige p~riode en bezit dus volgens de tweede veronderstelling 
een vanC on2fhankelijke vtrdeling. 
Wij zijn nu in staat om voor een gegeven inkoopvoorschrift 
de verwachting van de onkosten te b€reken~n en kunnen due twte 
verschillende inkoopvoorschriften met ~lkander vergelijken. 
Het voorschrift met de laagste verwachtingswaarde is natuurlijk 
te VBrkiezen boven een alternat1£ve. 
3P2, De bepaling van de kansdichtheid W S. 
In de vorige paragraaf hebben wij aangetoond dat de functie 
, C monotoon da lend is met betrckking tot C . !? ~.J .... ~.~.1:1 ..... f:i.~S.~.-
ven 
C, waaruit volgt, dat C geschrev~n ken worden als een monotoon 
dalende functie van S ~n wel op de volgende wljze: 
1 
C-






o ..... · · ....... r D'· 
- -~ J/117¥ ,...., 1 
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De kans dat de nieuwe voorraad tussen t,1 en + . · i)-,__ ligt 
ender t1e voorwaarde dat de ouc:ie voot~r~ad gelijk is aan .._, wordt 
dan gegeven door: 
)ii'-dt. ~) It;,. ' . 





Met behulp van de tactiek 
van de grondstoffenprijs is dus 
-1'15-
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..... , C En de kansdichtheid C 
de voorwaardelijke kansdicht-
heid van voorraad 
gelijkgesteld is 
1 tc bepalen. Aangezi~n de kansverdeling van 
8an de verdeling van ~1 , moet de voorwaarde-
lijke verdeling 
betrekkingen: 






Behoudens enkele uitzonderingen is het mogelijk een kans-
dichtheid Gu S te vinden, die aan deze beide betrekkingen 
voldoet. Met behulp van d8 nu verkregen kansdichtheid W 
kan men nu de: verv.1achting van de totale kosten berekenen. 
H~ ~ ... , ?E.~ t.~ ~le.~ ... y .?.~ .... e.f!.~. 7 Q iP 11 7¥t I I qi q I PIO 1 t•lt 
bepaling van W(S). 
¼Jfi)J, 
Wij zijn tot op zekEr~ hoogte vrij in de keuze van ons 
inkoopvoorschrift. Wij moeten er alleen voor zorgen, 




De nieuw8 voor1..,aad 
1 
·=: s + - a (2 
Omdat bij ~en dagbladbcdrijf een eventuele achterstand 
niet ingehaald kan warden, moeten wij - · S,C zodanig kiezen, 
dat gEldt: 
,,, 
. . . I . \ a + . \S, c)"·•= ---
, 
is. 
Voor de e~nvoud veronderstellen wij data g~lijk is aan 1. 
Wij b~werBn nu dat ~en inkoopvoorschrift gegeven wordt door: 
. ~ -~ •;1 IJ!iN! 
, • .:-, , -~ .< 1•P!'f!,bif Iii 
-C 
,e_ VO ot 
1 """ ,.IL. · S" L voor .,. ···- 1 
.· 12 
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De eindvoorraad van de volgendc periode wordt dan g~geven 
door: 
-e 
+ - e -1 voor 13 
•• 1 . ,. u -1 e voor 
eindvoorraad 
en 14 kan men direct zien, dat de 
grater of gelijk is aan nul. Uit 12 
volgt, dat m~n dE maximaal to€laatbare hoeveelheid 
oCI 
. e-t. d .,_ als C=Ois. Men kan in plaats van·de factor . ·~ 
• r bestelt 
ook t::en 
staart van een anderc kansverdeling gebruiken/bij voorbeeld: 




of 1 3 - t t e t 
Deze factor bepaalt hoofdzakelijk de grootte van de inkoop 
en derhalve onze inkooppolitiek. 
Met behulp van 12 vinden wij de volgende betrekkingen: 
Indien wij voor 
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f 1 .. 20 
Met behulp van. 13 ~n 14 kunnen w1J e elimin~r~n, waardoor 
· 19 en 20 overgaan in: 
21 
""1 
l, .· .· A 
~: .. ~ , : . ! I -..,1111,:,,. •. ) ; 1~~ tJNifl.tJ- 11¼;; 
•0111,. 41( 1. 1 
1 
. '"" ' 1 ., 
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waarbij tevt.ns mo0t gcld0n voor. 21 
-··· 1 -l -1 
en voor . 22 
_.,.1 ~ 
"'- -·· 1 
Ter contr6le kunn~n wij nagaan of 
- 1 $ voor iedere 






d Etn b 1 i jkt : 
: . 1 
-
d •• -,. r r•• 1 
., 1 ii .... 
dus 
0 
inderdaad een kansdichtheid. 
Vo lgE:ns betrr:kking 9 moet nu gelden: 
Uit 
9 
s, d ¥ az - ... 
23 volgt dat 
kunnen wij dan 
1 
--- 2 







0 - 1 
en voor s ~ .. ,, .2. 
-\ ••111 i 
1 -1 
"",. e • 
$-J w s 
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d s 26 
DE' bepaling van W S is nu verder een wiskundig probleem. 
De lezer wordt ni8t aangeraden W S te berekenen, omdat dit 
een~tijdrovcnde bezigheid z 9 1 zijn. In het algemeen zal men 
met benaderingsmethoden moeten bepalen. 
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